ПРОНИКНОВЕНИЕ ЗВУКОВОГО ПОЛЯ ЧЕРЕЗ МНОГОСЛОЙНУЮ СФЕРИЧЕСКУЮ ОБОЛОЧКУ by G. Shushkevich Ch. et al.
ИНФОРМАТИКА 
2013                                                       июль-сентябрь                                                     № 3 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
УДК 534.26 
Г.Ч. Шушкевич, Н.Н. Киселева 
ПРОНИКНОВЕНИЕ ЗВУКОВОГО ПОЛЯ ЧЕРЕЗ  
МНОГОСЛОЙНУЮ СФЕРИЧЕСКУЮ ОБОЛОЧКУ  
Рассматривается аналитико-численный алгоритм решения граничной задачи, описывающей 
процесс проникновения звукового поля сферического излучателя, который расположен внутри тон-
кой незамкнутой сферической оболочки, через проницаемую многослойную сферическую оболочку. 
Численно исследуется влияние некоторых параметров задачи на значение коэффициента ослабления 
(экранирования) звукового поля внутри сферической оболочки. 
Введение 
Исследование распространения звуковых волн в многослойных средах имеет большое ко-
личество практических приложений в электроакустике, гидроакустике, медицинской диагностике 
(дефектоскопии), биоакустике, конструировании многослойных звукопоглощающих панелей для 
защиты от шума и вибрации [1–6]. Библиография по решению задач рассеяния весьма обширна. 
Рассмотрим лишь некоторые работы, имеющие отношение к данной теме исследования.  
Рассеяние звукового поля на двух разнесенных сферах (акустически мягких либо жест-
ких) одинаковых или разных радиусов исследовано в работах [7–11]. Методом разделения пе-
ременных решена задача рассеивания плоской звуковой волны на пористой сфере [12] и сфере, 
покрытой эластичным пористым слоем [13]. В работах [14, 15] рассматривается рассеяние 
плоской звуковой волны на двух упругих сферических оболочках. В работе [16] рассмотрена 
дифракция звука на радиально-слоистой изотропной термоупругой сферической оболочке.  
Обратная плоская задача дифракции плоской звуковой волны на многослойном теле, состоя-
щем из конечного числа однородных слоев, изучена в [17, 18]. Методом гибридной матрицы 
решена задача о прохождении плоской звуковой волны через плоскую многослойную структу-
ру из пьезоэлектрических материалов [19]. Построено аналитическое решение задачи о про-
хождении ультразвуковой волны через плоскопараллельную пористую пьезоэлектрическую 
многослойную среду [20, 21]. В случае плоской акустической волны, распространяющейся 
в произвольном направлении, получены двухсторонние нелокальные граничные условия, свя-
зывающие акустические поля по обе стороны упругого слоя [22]. Эти граничные условия могут 
быть использованы для моделирования процессов проникновения акустических волн через 
тонкостенные упругие оболочки произвольной формы.  
В данной работе построено точное осесимметричное решение задачи о проникновении зву-
кового поля через систему проницаемых сферических оболочек. В качестве источника поля рас-
сматривается сферический излучатель, расположенный внутри тонкой незамкнутой сферической 
оболочки. Используя соответствующие теоремы сложения [23], решение поставленной краевой 
задачи сведено к решению парных сумматорных уравнений по полиномам Лежандра, которые 
преобразуются к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений второго рода с 
вполне непрерывным оператором. Исследуется влияние некоторых параметров задачи на значе-
ние коэффициента ослабления (экранирования) звукового поля внутри сферической оболочки. 
1. Постановка задачи и представление решения 
Пусть все пространство R3 разделено концентрическими сферами  j j jS r a , 
 1, ...,j s , 2s  , с центром в точке 1O  на 1s   область: 0 1 1( )D a r  , 1( )j j 1 jD a r a   , 
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1,2, ..., 1,j s   1(0 )s sD r a   (рис.1). В области 0D  находится идеально тонкая незамкнутая 
сферическая оболочка 1  с углом раствора 0 , расположенная на сфере   радиуса а с центром 
в точке O. Область пространства, ограниченную сферой  , обозначим (0)0 (0 )D r a   и 
(0) (1)
0 0 0D D D  . Расстояние между точками O и O1 обозначим через h. 
 
Рис. 1. Геометрия задачи 
В точке O расположен точечный излучатель звуковых волн, колеблющихся с круговой 
частотой  . Области
 j
D , 0, 1, ..., ,j s заполнены материалом, в котором не распространяются 
сдвиговые волны. Плотность среды и скорость звука в области
 j
D  обозначим соответственно 
через j , jc , 0, 1, ...,j s . 
Для решения задачи свяжем с точками O, O1 сферические координаты Or  и 1 1 1O r   
соответственно. Сферическая оболочка 1  описывается следующим образом: 
 
 1 0, 0 , 0 2r a          . 
 
Обозначим через cp  давление звукового поля источника; 
(0)
0p  – давление звукового поля, 
отраженного от границы 1  в области 
(0)
0D ; 
(1)
0p  – давление звукового поля, отраженного от 
границы 1  в области 
(1)
0D ; 
(2)
0p  – давление звукового поля, отраженного от границы 1S  в об-
ласти (1)0D ; 
(0)
0 c 0p p p   – суммарное давление звукового поля в области 
(0)
0D ; 
(1) (2)
0 0 0p p p   – суммарное давление звукового поля в области 
(1)
0D ; jp  – давление звукового 
поля в области jD , 1, 2, ...,j s . 
Решение дифракционной задачи сводится к нахождению давлений (0)0p , 
(1)
0p , 
(2)
0p , jp , 
1, 2, ...,j s , удовлетворяющих: 
– уравнению Гельмгольца 
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(0) 2 (0)
0 0 0 0p k p      в   
(0)
0D ;   
(1) 2 (1)
0 0 0 0p k p   ,   
(2) 2 (2)
0 0 0 0p k p      в   
(0)
0D ;   
2 0j j jp k p      в   jD , 
где 
2 2 2
2 2 2x y z
  
   
  
 – оператор Лапласа; /j jk c  – волновое число;  
– граничному условию на поверхности сферической оболочки 1  (акустически жесткой 
оболочки) 
 
1
(0)
0 0cp p
n 

 

,                                                                    (1) 
 
где n  – нормаль к поверхности 1 ; 
– граничным условиям на поверхности сферы jS , 1, 2, ...,j s , 
 
1
j j
j jS S
p p  ,     
1
1
p1 1
j j
j j
j jS S
p
n n


 

   
,                                            (2) 
 
где n  – нормаль к поверхности jS ; 
– условию на бесконечности [24, 25] 
 
 
 0 0 0lim 0
M
p M
r ik p M
r
  
   
 
,                                                        (3) 
 
где M – произвольная точка пространства. 
Потребуем также выполнения условия непрерывности давлений на открытой части сфе-
рической оболочки 1\  : 
 
   
1 1
(0) (1) (2)
0 0 0
\ \
cp p p p
   
                                                            (4) 
 
и нормальной производной на поверхности сферы  : 
 
   (0) (1) (2)0 0 0cp p p p
n n 
 
  
 
,                                                       (5) 
 
где n  – нормаль к поверхности  . 
Реальные звуковые давления вычисляются по формуле  
 
 i tj jP Re p e  , 
 
где i – мнимая единица, 0, 1, ...,j s.  
Давление исходного звукового поля представим в виде ряда по сферическим волновым 
функциям [23, 24]: 
 
   
0
(1) (1)
0 0 0 0 0
0
( , ) (cos ),
ik r
c n n n n n
n
e
p r P ik Ph kr P f h k r P f ik
r


       ,                          (6) 
 
где  (1)nh kr  – сферические функции Ханкеля; (cos )nP   – полиномы Лежандра [26]; 0n  – сим-
вол Кронекера; P – const [25]. 
Представим давление pj рассеянного звукового поля в области jD , 0, 1, ...,j s , в виде 
суперпозиции базисных решений уравнения Гельмгольца, принимая во внимание условие на 
бесконечности (3): 
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   (0)0 0
o
( , ) cos , ;n n n
n
p r P c j k r P r a


                                                  (7) 
     (1) (1)0 0
o
, cosn n n
n
p r P x h k r P


   , r a ;      (2) (1)0 1 1 0 1 1
o
, cosn n n
n
p r P y h k r P


   , 1 1 ;r a     (8) 
         ( ) ( ) (1)1 1 1 1 1
0 0
, cos cosj jj n n j 1 n n n j n
n n
p r P a j k r P P b h k r P
 
 
       в jD , 1, 2, ..., 1;j s    (9) 
     1 1 1 1
0
, coss n n s n
n
p r P d j k r P


    в sD ,                                             (10) 
 
где  nj k r  – сферические функции Бесселя первого рода [26]. 
Неизвестные коэффициенты nc , nx , ny , 
( )j
na , 
( )j
nb , nd  подлежат определению из гранич-
ных условий. 
2. Выполнение граничных условий 
Выполним граничные условия (1), (4), (5). Для этого представим функцию  (2)0 1 1,p r   
через сферические волновые функции в системе координат с началом в точке O, используя 
формулу [23, 24] 
         (1) 00 1 1 l 0 l
0
cos cosn n nl
l
h k r P A h j k r P


   , r h , 
 
где       0 ( 0 0 ) ( 1– ) 02 1

 

  
l+n
l n n l
nl
l-n
A h l i b h k h ; ( 0 0) 2( 00 | 0) ,n qb nq    00 | 0nq   – коэффициенты 
Клебша – Гордона [24]. 
Тогда  
     (2)0 0
o
, cos ,n n n
n
p r P T j k r P


     0
o
n k kn
k
T y A h


 .                             (11) 
 
Принимая во внимание представления (6), (7), (11), условие непрерывности (5) с учетом 
условия ортогональности полиномов Лежандра на отрезке  0;   примет вид 
 
       (1) (1)0 0 0 0
d
,
d
n n n n n n n n
d d d
f h c j x h T j
d d d
      
   
0 ,k a  0, 1, ...n  .          (12) 
 
Выполним граничное условие (1) на поверхности сферической оболочки 1  и условие 
непрерывности (4). В полученных уравнениях исключим коэффициенты nc  с помощью 
представления (12) и найдем парные сумматорные уравнения по полиномам Лежандра вида 
 
       
 
(1)
0 0 0
0 0
0
0
0
cos cos , 0 ;
(cos ) 0, .
n n n n n n
n o n o
n n
n
n o
n
d d
x h P T j P
d d
x f
P
d
j
d
 
 



         
 
 
      
 

 

            (13) 
 
Для преобразования парных сумматорных уравнений (13) введем в рассмотрение новые 
коэффициенты nX  по формуле 
 
 0
0
n n n n
d
x X j f
d
  

, 0, 1, ...n  ,                                             (14) 
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и малый параметр ng  по формуле 
 
   
3
(1)0
0 0
0 0
4
1
2 1
n n n
i d d
g j h
n d d

   
  
,  2ng O n .                              (15) 
 
 
В результате парные сумматорные уравнения (13) преобразуются к виду 
 
      
 
0
0
0
0
2 1 1 cos (2 1)( ) cos , 0 ;
cos 0, ,
 
 



          


       


 

n n n n n n
n n o
n n
n
n g X P n f T P
X P
                    (16) 
где 
 30 0
0
4 / (2 1)n n n
d
T i T j n
d
   

,  3 (1)0 0
0
4 / (2 1)n n n
d
f i f h n
d
   

.                   (17) 
 
Используя интегральные представления для полиномов Лежандра, парные сумматорные 
уравнения (16) преобразуем к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ) второго порядка с вполне непрерывным оператором [27, 28] 
 
 
0 0
n k nk k k k nk
k k
X g R X T f R
 
 
    , 0, 1, ...n  ,                                          (18) 
0
0
2
sin( 0,5) sin( 0,5)

  
 nk
R n t k t dt , 
   0 0sin sin 11
1
nk
n k n k
R
n k n k
      
  
    
, 
  0
0
sin
n k
n k
n k

 
 

. 
 
Для выполнения граничных условий (2) представим функцию    10 ,p r   через сфериче-
ские волновые функции в системе координат с началом в точке 1O , используя формулу [23, 24] 
 
(1) 0
0 0 1 1 1
0
( ) (cos ) ( ) ( ) (cos ),n n nl l l
l
h k r P B h j k r P r h


    , 
где  
   0 00 (1) 0( ) 2 1 ( 1) ( )
l n
n ll n
nl
l n
B h l i b h k h

  
 
 
   . 
Тогда 
   (1)0 1 1 0 1 1
0
, ( ) cosn n n
n
p r P Z j k r P


   ,  0
0
n p pn
p
Z x B h


 .                          (19) 
 
Принимая во внимание представления давлений (9), (10), (19) и выполняя граничные 
условия (2) c учетом ортогональности полиномов Лежандра на отрезке  0;  , получим 
 
       1 ( , )( 1, ) ( ) ( )j jj jj jM n V n M n V n  ,    ( 1, ) ( 1)( ) ( )j j j jV n P n V n  , 1, 2, ..., 1j s  ;    (20) 
   1( 1, ) ( )( ) ( )ss s snM n V n d E n
  ,                                            (21) 
 
где   ( )
j
V n , ( ) ( )sE n  – векторы-столбцы равномерности 2;  ( 1, )j jM n ,  ( , )j jM n ,  ( 1, )j jP n  – 
матрицы размерности 2 2;  
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 0
( ) n
n
Z
V n
y
   
 
; 
 
 
 ( )
j
j n
j
n
a
V n
b
 
  
 
;       
1
( 1, ) ( , ) ( 1, )j j j j j jP n M n M n

  ; 
 
   
       
       
1, 1,
1, 11 12
1, 1,
21 22
j j j j
j j
j j j j
m n m n
M n
m n m n
 

 
 
   
 
; 
   
       
       
, ,
, 11 12
, ,
21 22
j j j j
j j
j j j j
m n m n
M n
m n m n
 
   
 
; 
 
     1,11 1,
j j
n j jm n j

  ; 
       1, 112 1,
j j
n j jm n h

  ; 
 
     11,21 1,
1 1,
jj j
n j j
j j j
k d
m n j
d


 
 
 
; 
       11, 122 1,
1 1,
jj j
n j j
j j j
k d
m n h
d


 
 
 
; 1, 1j j j jk a   ; 
 
     ,11 ,
j j
n j jm n j  ; 
     , (1)12 ,
j j
n j jm n h  ; 
     ,21 ,
,
jj j
n j j
j j j
k d
m n j
d
 
 
; 
     , (1)22 ,
,
jj j
n j j
j j j
k d
m n h
d
 
 
; ,j j j jk a  ; 
 
 
 
( )
( ) 1
( )
2
( )
s
s
s
e n
E n
e n
 
  
 
;    ( )1 ,s n s se n j  ;    ( )2 ,
,
; 
 
s s
n s s
s s s
k d
e n j
d
 ,s s s sk a  . 
 
Итерационно из (20), (21) получим 
 
             0( 1, ) ( 2, 1) ( 3, 2) (0,1) ( ). . .s s s s s s snM n P n P n P n V n d E n
         
или 
       0 ( )snC n V n d E n ,                                                         (22) 
где  
                
( 1, ) ( 2, 1) ( 3, 2) (0,1) 11 12
21 22
. . .s s s s s s
c n c n
C n M n P n P n P n
c n c n
           
 
. 
 
Из (22) исключим коэффициенты nd . Для этого умножим обе части (22) на вектор-строку 
 
 ( ) ( ) ( )2 1( ) ( ), ( )s s sE n e n e n   
и получим 
 (0)( ) 0W n V n  ,       ( ) 1 2( ) ( ) ,
sW n E n C n w n w n  , 
или  
   1 2 0n nw n Z w n y  , 
 
 
1
2
n n
w n
y Z
w n
  .                                       (23) 
 
Из представлений (11), (14), (17), (19), (23) следует связь между коэффициентами kT  и pX : 
 
0
k pk p k
p
T S X f


   , 0, 1, 2, ...k  ,                                              (24) 
где 
   3 10 0 0
00 0 2
( )
4 ( ) ( ) / (2 1)
( )
pk p k pm mk
m
w md d
S i j j B h A h k
d d w m


    
 
 ; 
   3 10 0 0 0
00 2
( )
4 ( ) / (2 1)
( )
k k m mk
m
w md
f k j B h A h k
d w m


   

 . 
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Преобразуем правую часть системы (18). Исключим из правой части коэффициенты kT  c 
помощью представления (24) и получим бесконечную СЛАУ второго порядка:  
0
( )n k nk nk k
k
X g R X


    
0
k k nk
k
f f R


 , 0, 1, 2, ...n  ,              (25) 
где 
0
nk np kp
p
R S


  . 
 
Найдем связь между коэффициентами nd , входящими в представление давления в обла-
сти sD , и решением системы (25). Для этого (22) рассмотрим как систему вида 
 
     
     
( )
1 12 11
( )
2 22 21
;
,
s
n n n
s
n n n
d e n c n y c n Z
d e n c n y c n Z
  


  
 
 
из которой следует, что  
 
 
 
1
n n
n
d Z
n



,                                                                (26) 
где  
         ( ) ( )12 2 1 22
s sn c n e n e n c n   ,          1 12 21 11 22n c n c n c n c n   . 
 
Согласно представлениям (14), (19) из (26) получим связь между коэффициентами nd  и pX : 
 
 
 
   1 00
0 0
n p p p pn
p
n d
d X j f B h
n d


  
   
  
 . 
 
Коэффициент ослабления звукового поля в области sD  вычислим по формуле 
 
   1 1 1 1 1 1 1( , ) , / , , 0s c sK r p r p r r a      , 
где 
   01 1 0 0 0 1 1
0
, ( ) ( ) cosc n n n
n
p r Pik B h j k r P


   . 
3. Вычислительный эксперимент 
С помощью системы компьютерной математики Mathcad [29] были проведены вычисле-
ния коэффициента ослабления 1 1( , )K r  звукового поля в области sD  для некоторых парамет-
ров задачи.  
Сферические функции  nj x ,    
(1) ( )n n nh x j x iy x   вычислялись с помощью встроен-
ных функций ( , )js n x  и ( , )ys n x  [29, с. 268]. Здесь ( )ny x – сферическая функция Бесселя второ-
го рода [26]. Производные сферических функций вычислялись с помощью формулы [26, c. 258] 
 
1( ) ( ) / ( ),n n n
d
f x nf x x f x
dx
      0, 1, 2, . . .n  
 
Коэффициенты Клебша – Гордона ( 0 0)n qb  вычислялись по формуле (3.4.17) [24, с. 127]. 
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Бесконечная система (25) решалась методом усечения [24, 30]. Вычислительный экспе-
римент показал, что порядок усечения для рассмотренных параметров задачи можно взять рав-
ным 75. Это обеспечивает решение системы (25) с точностью 410 . Все бесконечные суммы 
вычислялись с точностью 1010 [31]. 
Графики коэффициента ослабления (экранирования) звукового поля 
1 1 1(r , ), 0 180 ,K      трехслойным сферическим экраном для некоторых значений r1 и 
0 1 2 490 , 0,3 м, 1м, 0,99 м, 0,97 м, 0,96 м, 2 м, 50 Гц, 2 ,          3a a a a a h f f  если 
области D0, D4 заполнены воздухом (
3
0 4 0 41,225 кг / м , 343 м/сc c     ), области D1, D3 – 
органическим стеклом ( 31 3 1 31200 кг / м , 2565 м/сc c     ), показаны на рис. 2, а (область 
D2 заполнена воздухом), на рис. 2, б (область D2 заполнена пресной водой: 
3
2 21000 кг / м , 1483 м/сc   ), на рис. 2, в (область D2 заполнена льдом: 
3
2 2900 кг / м , 3980 м/сc   ), на рис. 2, г (область D2 заполнена гелием: 
3
2 20,18 кг / м , 970 м/сc   ). 
П
К
 
П
К
 
                                           a)                                                 б) 
П
К
 
П
К
 
                                           в)                                                  г) 
Рис. 2. Графики коэффициента ослабления звукового поля 1 1( , )K r  для некоторых значений 1r   
Графики коэффициента ослабления (экранирования) звукового поля 1(0,5; )K  , 
0
10 180 ,    трехслойным сферическим экраном для различных значений частоты звука ,f  если 
области 0 2 4, ,D D D  заполнены воздухом, области 1 3,D D  – органическим стеклом, 
0
0 45 ,  0,1 м,a 1 1 м,a  2 0,98 м,a   3 0,96 м,a  4 0,95 м,a  2,5 м,h показаны на рис. 3, а. 
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П
К
 
                                             a)                                                  б) 
Рис. 3. Графики коэффициента ослабления звукового поля 1(0,5; )K  для различных значений частоты звука f  
Графики коэффициента ослабления (экранирования) звукового поля 1(0,5; )K , 
0
10 180 ,    трехслойным сферическим экраном для различных значений частоты звука 
:f 10f Гц (1), 20f Гц (2), 30f Гц (3), 40f Гц (4), если области 0 2,D D  заполнены возду-
хом, область 1D  – льдом, 3D  – органическим стеклом, 4D  – пресной водой, 
0
0 30 ,   0,1м,a  
1 1м,a   2 0,98 м,a   3 0,97 м,a   4 0,96 м,a  5м,h  показаны на рис. 3, б. 
П
К
 П
К
 
                                  a)                                         б) 
Рис. 4. Графики коэффициента ослабления звукового поля 1(0,5; )K   
для различных значений угла раствора 0  сферической оболочки 1  
Графики коэффициента ослабления (экранирования) звукового поля 1(0,5; )K  , 
0
10 180 ,    трехслойным сферическим экраном для различных значений угла раствора сфери-
ческой оболочки 0 : 1 – 
0
0 10  , 2 – 
0
0 60  , 3 – 
0
0 90  , 4 – 
0
0 120 ,   если области 
0 2 4, ,D D D  заполнены воздухом, области 1 3,D D  – органическим стеклом, 30f  Гц, 
0,5 м,a 1 1м,a  2 0,98 ,a м  3 0,97 м,a  4 0,96 м,a  изображены на рис. 4, а; графики коэф-
фициента ослабления (экранирования) звукового поля 1(0,5; )K   в случае, когда область 2D  
заполнена водой, – на рис. 4, б. 
Заключение 
С помощью теоремы сложения для сферических волновых функций решение задачи о 
проникновении звукового поля через проницаемую многослойную сферическую оболочку све-
дено к решению парных сумматорных уравнений по полиномам Лежандра. Парные уравнения 
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преобразованы к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений второго рода с 
вполне непрерывным оператором. В качестве источника звукового поля рассматривается сфе-
рический излучатель, расположенный внутри тонкой незамкнутой сферической оболочки. 
Численно исследовано влияние геометрических параметров задачи, плотности сред и 
скорости звука на значение коэффициента ослабления поля для трехслойного сферического 
экрана. Вычислительные эксперименты показали, что если второй сферический слой экрана 
заполнен веществом с малой плотностью, эффективность экранирования значительно увеличи-
вается. Коэффициент ослабления поля зависит от круговой частоты звукового источника   и 
угла раствора сферической оболочки 0 : с увеличением частоты   коэффициент экранирования 
уменьшается, с увеличением угла раствора 0 – увеличивается. Разработанная методика и про-
граммное обеспечение могут найти практическое использование при проектировании много-
слойных звуковых экранов. 
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G.Ch. Shushkevich, N.N. Kiselyova 
PENETRATION OF A SOUND FIELD THROUGH 
A MULTILAYERED SPHERICAL SHELL 
An analytical solution of the boundary problem describing the process of penetration of the 
sound field of a spherical emitter located inside a thin unclosed spherical shell through a permeable 
multilayered spherical shell is considered. The influence of some parameters of the problem on the 
value of the sound field weakening (screening) coefficient is studied via a numerical simulation. 
 
